REPASO Y RESUMEN

DEL CAPITULO 16

En este capitulo se estudié la cinética de cuerpos rigidos, esto es,
las relaciones que existen entre las fuerzas que actidan sobre un cuer-
po rigido, la forma y la masa del cuerpo y el movimiento que se pro-
duce. Salvo por las primeras dos secciones, las cuales se aplicaron al
caso més general del movimiento de un cuerpo rigido, el andlisis se
restringié al movimiento plano de placas rigidas y cuerpos rigidos
simétricos con respecto al plano de referencia. El estudio del movi-
miento plano de cuerpos rigidos no simétricos y del movimiento de
cuerpos rigidos en el espacio tridimensional se consideraré en el ca-
pitulo 18.

Se recordaron primero [seccion 16.2] las dos ecuaciones funda-
mentales que se dedujeron en el capitulo 14 para el movimiento de
un sistema de particulas y se observé que se aplican al caso mds ge-
neral del movimiento de un cuerpo rigido. La primera ecuacién de-
fine el movimiento del centro de masa G del cuerpo; se tiene

2F = ma (16.1)

Ecuaciones fundamentales de movimiento
de un cuerpo rigido

donde m es la masa del cuerpo y a es la aceleraciéon de G. La se-
gunda se relaciona con el movimiento del cuerpo relativo al sistema
de referencia centroidal; se escribe

ma

donde Hg es la razén de cambio de la cantidad de movimiento an-
gular Hg; del cuerpo alrededor de su centro de masa G. Juntas, las
ecuaciones (16.1) y (16.2) expresan que el sistema de fuerzas exter-
nas es equipolente_al sistema compuesto por el vector ma en G y el
par de momento Hg (figura 16.19). Figura 16.19

Restringiendo el andlisis en este punto y para el resto del capitu-
lo al movimiento plano de placas rigidas y cuerpos rigidos simétricos
con respecto al plano de referencia, se demostré [seccién 16.3] que la
cantidad de movimiento angular del cuerpo podria expresarse como

He = lo (16.4)

Cantidad de movimiento angular en
movimiento plano

donde I es el momento de inercia del cuerpo alrededor del eje cen-
troidal perpendicular al plano de referencia y @ es la velocidad an-
gular del cuerpo. Al diferenciar ambos miembros de la ecuacion
(16.4) se obtuvo

He = I = [ (16.5)

que muestra que en el caso restringido que se consideré aqui, la ra-
z6n de cambio de la cantidad de movimiento angular del cuerpo rigido
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fuerzas y aceleraciones

Ecuaciones para el movimiento plano
de un cuerpo rigido

Principio de d’Alembert

ma
FI

Fy

a) b)
Figura 16.20

Ecuacion de cuerpo libre de diagramas

Cuerpos rigidos conectados

Movimiento plano restringido

puede representarse mediante un vector de la misma direccién que a
(esto es, perpendicular al plano de referencia) y con magnitud Ia.

Se concluye de lo anterior [seccién 16.4] que el movimiento pla-
no de una placa rigida o de un cuerpo rigido simétrico con respecto al
plano de referencia se define mediante las tres ecuaciones escalares

2F, = ma, 2F, = ma, Mg =Ia (16.6)

Se concluye ademds que las fuerzas externas que actiian sobre un cuer-
po rigido son realmente equivalentes a las fuerzas efectivas de las di-
versas particulas que forman el cuerpo. Este enunciado, conocido co-
mo principio de d’Alembert, puede expresarse en la forma del diagrama
vectorial que se muestra en la figura 16.20, donde las fuerzas efectivas
se han representado mediante un vector ma fijo en G y un par Ie. En
el caso particular de una placa en traslacion, las fuerzas efectivas que
se muestran en la parte b) de esta figura se reducen a un solo vector
ma en tanto que en el caso particular de una placa en rotacion cen-
troidal, se reducen a un solo par Ie; en otro caso de movimiento pla-
no, tanto el vector ma como el par I deben incluirse.

Cualquier problema en el que intervenga el movimiento plano
de una placa rigida se resuelve dibujando una ecuacion de diagra-
mas de cuerpo libre similar al de la figura 16.20 [seccién 16.6]. Es
posible obtener tres ecuaciones de movimiento al igualar las com-
ponentes x, las componentes y y los momentos alrededor de un pun-
to arbitrario A, de las fuerzas y vectores que participan [problemas
resueltos 16.1, 16.2, 16.4 y 16.5]. Una solucién alternativa se obtie-
ne al agregar a las fuerzas externas un vector de inercia_—ma de sen-
tido opuesto al de a, fijo en G, y un par de inercia —Ia de sentido
opuesto al de e. El sistema que se obtiene de este modo es equiva-
lente a cero y se dice que la placa estd en equilibrio dindmico.

El método que acaba de describirse se emplea también para re-
solver problemas que implican el movimiento plano de varios cuer-
pos rigidos conectados [seccion 16.7]. Se dibuja una ecuacion de dia-
gramas de cuerpo libre para cada parte del sistema, y las ecuaciones
de movimiento obtenidas se resuelven de manera simultdnea. Sin
embargo, en algunos casos es posible dibujar un solo diagrama pa-
ra todo el sistema, en el _que se incluyan todas las fuerzas externas,
asi como los vectores ma y los pares I asociados con las diversas
partes del sistema [problema resuelto 16.3].

En la segunda parte del capitulo se estudian cuerpos rigidos que
se mueven bajo restricciones determinadas [seccién 16.8]. Si bien el
andlisis cinético del movimiento plano restringido de una placa rigi-
da es el mismo que antes, debe complementarse con un andlisis ci-
nemdtico que persigue expresar las componentes a, y @, de la ace-
leracién del centro de masa G de la placa en términos de su
aceleracién angular a. Los problemas que se resuelven de este mo-
do incluyen la rotacion no centroidal de barras y placas [problemas
resueltos 16.6 y 16.7], el movimiento de rodamiento de esferas y rue-
das [problemas resueltos 16.8 y 16.9], y el movimiento plano de di-
versos lipos de varillajes [problema resuelto 16. 10].
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Principio del trabajo y la energia para
un cuerpo rigido

Trabajo de una fuerza o un par

Energia cinética en movimiento plano

Figura 17.13
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REPASO Y RESUMEN

DEL CAPITULO 17

En este capitulo se consideré de nuevo el método del trabajo y la
energia y el método de impulso y la cantidad de movimiento. En
la primera parte del capitulo se estudié el método del trabajo de la
energfa y su aplicacién al andlisis del movimiento de cuerpos rigi-
dos y sistemas de cuerpos rigidos.

En la seccién 17.2 se expresé primero el principio del trabajo y
la energfa para un cuerpo rigido en la forma

T1 + U1_>2 = T2 (171)

donde T y T representan los valores inicial y final de la energfa ci-
nética del cuerpo rigido y U, representa el trabajo de las fuerzas
externas que actian sobre el cuerpo rigido.

En la seccién 17.3 se recordé la expresién que se encontré en
el capitulo 13 para el trabajo de una fuerza F aplicada en el punto
A, a saber

S,

U0 = f ’ (F cos a) ds (17.3")

S

donde F fue la magnitud de la fuerza, a el dngulo que forma con
la direccién del movimiento de A, y s la variable de integracién que
mide la distancia recorrida por A a lo largo de su trayectoria. Tam-
bién se derivé la expresion para el trabajo de un par de momento
M aplicado a un cuerpo rigido durante una rotacién 6 del cuerpo

rigido:
0,
Upy = f M do (17.5)
91

Después se obtuvo una expresion para la energia cinética de un
cuerpo rigido en movimiento plano [seccién 17.4]. Se escribi6

T =1imo® + %fwz (17.9)

donde v es la velocidad del centro de masa G del cuerpo, w es la
velocidad angular del cuerpo e I es su momento de inercia alrede-
dor de un eje que pasa por G perpendicular al plano de referencia
(figura 17.13) [problema resuelto 17.3]. Se sefial6 que la energia ci-
nética de un cuerpo rigido en movimiento plano puede separarse en
dos partes: 1) la energfa cinética mo”> asociada con el movimiento
del centro de masa G del cuerpo, y 2) la energia cinética éle aso-
ciada con la rotacién del cuerpo en torno a G.
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Para un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo que pa-
sa por O con una velocidad angular @ se tuvo

T = 31o0” (17.10)

donde Iy fue el momento de inercia del cuerpo alrededor del eje
fijo. Se observé que el resultado que se obtuvo no se limita a la ro-
tacion de placas planas o de cuerpos simétricos con respecto al pla-
no de referencia, aunque es vilida independientemente de la forma
del cuerpo o de la ubicacién del eje de rotacién.

La ecuacién (17.1) puede aplicarse al movimiento de sistemas
de cuerpos rigidos [seccion 17.5] siempre que todas las fuerzas que
actian sobre los diversos cuerpos participantes —internas asi como
externas al sistema— se incluyan en el cdlculo de U;_,. Sin embar-
go, en el caso de sistemas compuestos por elementos conectados por
pasadores o bloques y poleas conectadas mediante cuerdas inexten-
sibles o engranes dentados, los puntos de aplicacion de las fuerzas
internas se mueven distancias iguales y el trabajo de estas fuerzas se
cancela [problemas resueltos 17.1 y 17.2].

Cuando un cuerpo rigido, o un sistema de cuerpos rigidos, se
mueve bajo la accién de fuerzas conservativas, el principio del tra-
bajo de energia puede expresarse en la forma

Tl + Vl = TZ + Vg (1712)

que se conoce como el principio de la conservacion de la energia
[seccién 17.6]. Es posible utilizar este principio para resolver pro-
blemas que implican fuerzas conservativas como la fuerza de la
gravedad o la que ejerce un resorte [problemas resueltos 17.4 y 17.5].
Sin embargo, cuando se va a determinar una reaccion, el principio
de la conservacién de la energia debe complementarse mediante la
aplicacién del principio de d’Alembert [problema resuelto 17.4].

En la seccién 17.7 se ampli6 el concepto de potencia a un cuer-
Po que gira y que estd sujeto a un par; se escribié

Potencia = praiarra Mo (17.13)

donde M es la magnitud del par y @ la velocidad angular del cuerpo.

La parte media del capitulo se dedicé al método del impulso y
la cantidad de movimiento, y a su aplicacién en la solucién de di-
versos tipos de problemas que incluyen el movimiento plano de pla-
cas rigidas y cuerpos rigidos simétricos con respecto al plano de re-
ferencia.

Se recordd primero el principio del impulso y la cantidad de
movimiento en la forma en que se dedujo en la seccién 14.9 para
un sistema de particulas y se aplicé al movimiento de cuerpo rigido
[seccion 17.8]. Se escribié

Cant. Mov. Sist.; + Imp. Ext. Sist.;_,, = Cant. Mov. Sist.,
(17.14)
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Principio del impulso y la cantidad de
movimiento para un cuerpo rigido



1 1 42 Movimiento plano de cuerpos rigidos:
métodos de la energia y la cantidad

de movimiento

A continuacién se demostré que para una placa rigida o un cuerpo ri-
gido simétrico con respecto al plano de referencia, el sistema de las
cantidades de movimiento de las particulas que forman el cuerpo es
equivalente a un vector mv conectado con su punto de aplicacién en
el centro de masa G del cuerpo y un par I (figura 17.14). El vector

(Am)v

Figura 17.14

mv se asocia con la traslacién del cuerpo con G y representa la canti-
dad de movimiento lineal del cuerpo, en tanto que el par I corres-
ponde a la rotacién del cuerpo alrededor de G y representa la canti-
dad de movimiento angular del cuerpo alrededor de un eje que pasa
por G.

La ecuacién (17.14) puede expresarse en forma gréfica como se
muestra en la figura 17.15 dibujando tres diagramas que represen-
ten, respectivamente, al sistema de las cantidades de movimiento
iniciales del cuerpo, los impulsos de las fuerzas externas que actdan
sobre el cuerpo y el sistema de las cantidades de movimiento fina-

les del cuerpo.

y y y mv
mvy
O X O x O x
a) b) c)
Figura 17.15

Al sumar e igualar de manera respectiva las componentes x, las com-
ponentes y y los momentos alrededor de cualquier punto dado de los
vectores que se indican en la figura, se obtienen tres ecuaciones de
movimiento que pueden resolverse respecto a las incégnitas desea-
das [problemas resueltos 17.6 y 17.7].

En problemas que tienen que ver con varios cuerpos rigidos co-
nectados [seccién 17.9], cada cuerpo puede considerarse de mane-
ra separada [problema resuelto 17.6], o, si no intervienen mds de
tres incégnitas, es posible aplicar el principio del impulso y la can-
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tidad de movimiento al sistema completo, considerando sélo los im-
pulsos de las fuerzas externas [problema resuelto 17.8].

Cuando las lineas de accién de todas las fuerzas externas que
actdan sobre un sistema de cuerpos rigidos pasa por un punto O,
se conserva la cantidad de movimiento angular del sistema alrede-
dor de O [seccién 17.10]. Se sugiri6 que los problemas que impli-
can la conservacion de la cantidad de movimiento angular se re-
suelvan con el método general que se describi6 antes [problema
resuelto 17.8].

La ultima parte del capitulo se dedic6 al movimiento impulsivo
y al impacto excéntrico de cuerpos rigidos. De la seccién 17.11 se
record6 que el método del impulso de la cantidad de movimiento
es el tinico método practico para la solucién de problemas que im-
plican el movimiento impulsivo, y que el cdlculo de impulso en ta-
les problemas es en particular simple [problema resuelto 17.9].

En la seccién 17.12 se recordé que el impacto excéntrico de dos
cuerpos rigidos se define como un impacto en el cual los centros de
masa de los cuerpos que chocan no se localizan sobre la linea de im-
pacto. Se demostré que en una situacién de este tipo se sigue cum-
pliendo una relacién similar a la que se dedujo en el capitulo 13 pa-
ra el impacto central de dos particulas y en la que interviene el
coeficiente de restitucién e, pero que se deben usar las velocidades
de los puntos Ay B donde ocurre el contacto durante el impacto. En
consecuencia

(o), — (VA), = el(va)n — (vB),] (17.19)

donde (v4), y (vp), son las componentes a lo largo de la linca de
impacto de las velocidades de A y B antes del impacto, y (v4), y
(vp), son sus componentes después del impacto (figura 17.16). La

b
A \ A ~— \\
VB \ VB
\ .
n - n Va
a) Antes del impacto b) Después del impacto
Figura 17.16

ecuacién (17.19) es aplicable no sélo cuando los cuerpos que cho-
can se mueven con libertad después del impacto, sino también cuan-
do estan parcialmente restringidos en su movimiento. Debe usarse
junto con una o varias ecuaciones obtenidas al aplicar el principio
del impulso y la cantidad de movimiento [problema resuelto 17.10].
También se consideré un problema donde es posible combinar el
método del impulso y la cantidad de movimiento, y el método de
trabajo y la energfa [problema resuelto 17.11].
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