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Figura B.1

a)

MOMENTOS DE INERCIA DE MASAS

B.1. MOMENTO DE INERCIA DE UNA MASA

Considérese una pequefia masa Am montada sobre una barra de masa
insignificante que puede girar libremente alrededor de un eje AA’
(figura B.1a). Si se aplica un par al sistema, la barra y la masa, supues-
tas inicialmente en reposo, empezardn a girar alrededor de AA’. Los
detalles de este movimiento se estudian después en dindmica. Por
ahora sélo se quiere indicar que el tiempo requerido para que el siste-
ma alcance una velocidad de rotacién determinada es proporcional a la
masa Am y al cuadrado de la distancia . Por lo tanto, el producto > Am
proporciona una medida de la inercia del sistema, esto es, una medida
de la resistencia que el sistema ofrece cuando se intenta ponerlo en
movimiento. Por esta razon, el producto r?> Am recibe el nombre de
momento de inercia de la masa Am con respecto al eje AA".

A’

o

Considérese ahora un cuerpo de masa m que girard alrededor de
un eje AA" (figura B.1b). Al dividir el cuerpo en elementos de masa
Amy, Ams, ete., se encuentra que la resistencia del cuerpo que se va a
girar se mide por la suma r3 Amy + r3 A, + -+-. Esta suma define el
momento de inercia del cuerpo con respecto al eje AA’. Al aumentar
el nimero de elementos, se encuentra que el momento de inercia es
igual, en el limite, a la integral

I= frz dm (B.1)
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El radio de giro k del cuerpo con respecto al eje AA'se define me-
diante la relacién

I=Km o k= L (B.2)
m
El radio de giro k representa, en consecuencia, la distancia a la cual la
masa completa del cuerpo debe concentrarse si el momento de iner-
cia con respecto a AA' va a permanecer sin cambio (figura B.1¢). Ya
sea que conserve su forma original (figura B.1D) o si se concentra co-
mo se muestra en la figura B.1c, la masa m reaccionard de la misma
manera a una rotacion, o giro, alrededor de AA".

Si se utilizan unidades del SI, el radio de giro k se expresa en
metros y la masa m en kﬂogrdmos y, por ello, la umddd que se empled
para el momento de inercia de una masa es kg -« 1 2. Si se utilizan uni-
dades de uso comin en Estados Unidos, el radio de giro se expresa en
pies y la masa en slugs (esto es, Ib - sg/ft) y, por ello, la unidad derlvada
que se utiliza para el momento de inercia de una masa es Ib - ft - s>

El momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje de coor-
denadas puede expresarse con facilidad en términos de las coordenadas
x, y y z del elemento de masa dm (figura B.2). Al advertir, por ejemp]o
que_ el cuadrado de la distancia r desde el elemento dm hasta el eje y
esz> + 12 se expresa el momento de inercia del cuerpo con respecto al
eje y como

I, = frz dm = J(z.2 + 223 dm

Y

Es posible obtener expresiones similares para los momentos de inercia
con respecto a los ejes x y z. Se escribe

I, = f(j + 23 dm

I, =

,= [ @+ dm (B.3)

.= f(xz + yz) dm

'Debe tenerse presente cuando se convierte el momento de inercia de una masa de
unidades de uso comtn en Estados Unidos a unidades del SI que la unidad fundamental
libra utilizada en la unidad derivada Ib - ft - s> es una unidad de fuerza (no de masa) y debe,
por lo tanto, convertirse en newtons. Se tiene

I1b-ft-s?= (445 N)(0.3048 m)(1s)>=1.356 N - m - §°
o, puesto que 1 N = 1 kg - m/s°,
LT ft-s*=1.356 kg - m?
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Figura B.2

Fotografia B.1 Como estudiard en su curso de
dindmica, el comportamiento rotacional del cigie-
fal que se muestra depende de su momento de
inercia de masa con respecto a su eje de rota-
cion.
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B.2. TEOREMA DE EJES PARALELOS

Considérese un cuerpo de masa m. Sea Oxyz un sistema de coordena-
das rectangulares cuyo origen estd en el punto arbitrario O, v Gx'y'z’
un sistema de ejes centroidales paralelos, esto es, un sistema cuyo ori-
gen estd en el centro de gravedad G del cuerpo' y cuyos ejes x', i’ y =’
son paralelos a los ejes x, y y z, respectivamente (figura B.3). Denotan-
do con x, y y Z las coordenadas de G con respecto a Oxyz, se escriben
las siguientes relaciones entre las coordenadas x, y y z de elemento din
con respecto a Oxyz y sus coordenadas x’, y" vz’ con respecto a los ejes
centroidales Gx'y'z":

x=x'"+x y=y' +ty z2=z"+z (B.4)
Con referencia a las ecuaciones (B.3), es posible expresar el momento
de inercia del cuerpo con respecto al eje x de la forma siguiente:

I, = f(l/z + zz) dm = J[W' + mz + &+ az] dm
- J(y/z +2"%) din + 2y Jy’ dm + 2z Jz' dm + @2 +z?) fdm

La primera integral en esta expresién representa el momento de iner-
cia I,» del cuerpo con respecto al eje centroidal x'; la segunda y tercera
integrales representan el primer momento del cuerpo con respecto a
los planos z'x" yxy’, respectivamente, y, puesto que ambos planos con-
tienen G, las dos integrales son cero; la dltima integral es igual a la masa
total m del cuerpo. Por lo tanto, se escribe,

L + m(y* + z%) (B.5)

v, de manera similar,

I, =1,

—2 | —2
y =Ly +mz +x°)

L=L+m@+y%) (B5)

De la figura B.3 se ve ficilmente que la suma z* + x> representa
el cuadrado de la distancia OB, entre los ejes y y y’. De manera simi-
lar, ﬁz + 72 y X2+ yz representan los cuadrados de la distancia entre
los ejes x yx' ylos ejes z y z’, respectivamente. Al denotar por d la dis-
tancia entre un eje arbitrario AA" y el eje centroidal paralelo BB" (fi-
gura B.4), se puede, en consecuencia, escribir la siguiente relacién ge-
neral entre el momento_de inercia I del cuerpo con respecto a AA” y
su momento de inercia I con respecto a BB':

1=1+ md? (B.6)

Al expresar los momentos de inercia en términos de los radios de giro
correspondientes, también se puede escribir

k2 =k% + d? (B.7)

donde ky k representan los radios de giro del cuerpo alrededor de AA’
y BB’, respectivamente.

'Observe que el término centroidal se usa aqui para definir el centro de gravedad G del
cuerpo, aunque G no coincida con el centroide del volumen del cuerpo.
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B.3. MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS DELGADAS

Considere una placa delgada de espesor uniforme ¢, hecha de un mate-
rial homogéneo de densidad p (densidad = masa por unidad de volu-
men). El momento de inercia de masa de la placa con respecto a un eje
AA" contenido en el plano de la placa (figura B.5a) s

— 2
IAA', masa fr (hn

Puesto que dm = pt dA, se escribe

IAA’, masa — Pt frZ dA

Pero r representa la distancia del elemento de drea dA al eje AA'; la

A
a) b)
Figura B.5

integral por lo tanto es igual al momento de inercia del drea de la placa
con respecto a AA'. Se tiene

IAA', masa ptIAA', area (BS)

De manera similar, para un eje BB" que estd contenido en el plano de
la placa y es perpendicular a AA" (figura B.5b), se tiene

IBB’, masa PtIBB’, Area (B9>

Si se considera ahora el eje CC" que es perpendicular a la placa y
pasa por el punto de interseccién C de AA’ y BB’ (figura B.5¢), se es-
cribe

ICC’, masa Pt]C area (BIO)

donde ¢ es el momento polar de inercia del drea de la placa con res-
pecto al punto C.

Al recordar la relacién Jo = Iyar + Iy que existe entre los mo-
mentos polar y rectangular de inercia de un drea, se escribe la siguiente
relacién entre los momentos de inercia de masa de una placa delgada:

ICC" - IAA’ + IBB' (B].].)
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dm = pmr?dx N7
dI, = %7‘2 dm

1
dl,=dl,; +x*dm= <Z r2 + x2>dm
dl.=dlL/ +x2dm = GrQ + x2)(lm

Figura B.8 Determinacion del momento
de inercia de un cuerpo de revolucion.

Placa rectangular. En el caso de una placa rectangular de la-
dos a y b (figura B.6), se obtienen los siguientes momentos de inercia
de masa con respecto a los ejes que pasan por el centro de gravedad

de la placa

Iaar, masa = PUaar, drea = Pt(ll?ﬂsb>
IBB', masa ptIBB/’ drea = pt(ﬁdb3>
Al observar que el producto pabt es igual a la masa m de la placa, se

escriben los momentos de inercia de masa de una placa rectangular
delgada del modo siguiente:

Iy = 15ma’ Igp = %rnb2 (B.12)
ICC' = IAA’ + IBB’ = %m(az + b2> <B13>

Placa circular. En el caso de una placa circular, o disco, de ra-
dio r (figura B.7), se escribe

IAA’, masa ptIAA’, drea — Pt&ﬂ"”‘k)
Al observar que el producto pmr®t es igual ala masam de la placay que

Iya = Ipp, se escriben los momentos de inercia de masa de una placa
circular de la manera siguiente:

Ipn = Igp = imrz (B.14)
ICC' = IAA’ + IBB’ = %mrz <B15>

B.4. DETERMINACION DEL MOMENTO DE INERCIA DE UN
CUERPO TRIDIMENSIONAL MEDIANTE INTEGRACION

El momento de inercia de un cuerpo tridimensional se obtiene eva-
luando la integral I = [ r* dm. Si el cuerpo estd hecho de material
homogéneo de densidad Lp. el elemento de masa dm es igual a pdV'y se
puede escribir I = p [ r*dV. Esta integral depende sélo de la forma del
cuerpo. De tal modo, para calcular el momento de inercia de un cuer-
po tridimensional, por lo general es necesario efectuar una integracién
triple, o al menos doble.

Sin embargo, si el cuerpo posee dos planos de simetria, es posible
determinar el momento de inercia del cuerpo con una sola integracién
al elegir como elemento de masa dm una placa delgada que es per-
pendicular a los planos de simetria. En el caso de cuerpos de revolu-
cién, por ejemplo, el elemento de masa serfa un disco delgado (figura
B.8). Utilizando la férmula (B.15), el momento de inercia con respecto
al eje de revolucion se puede expresar como se indica en la figura B.8.
Su momento de inercia con respecto a cada uno de los otros dos ejes
de coordenadas se obtiene utilizando la férmula (B.14) y el teorema de
ejes paralelos. La integracion de la expresién obtenida produce el mo-
mento de inercia deseado del cuerpo.

B.5. MOMENTOS DE INERCIA DE CUERPOS COMPUESTOS

Los momentos de inercia de unas cuantas formas comunes se muestran
en la figura B.9. Para un cuerpo consistente en varias de estas formas
simples, el momento de inercia del cuerpo con respecto a un eje dado
puede obtenerse calculando primero los momentos de inercia de sus
partes componentes alrededor del eje deseado y después sumandolos
en conjunto. Como sucedié con las dreas, el radio de giro de un cuerpo
compuesto no puede obtenerse sumando los radios de giro de sus par-
tes componentes.
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B.5. Momentos de inercia de cuerpos

compuestos

Barra ligera

1
-7 = 2
I,=I= lsz

Placa rectangular delgada

ERY

1
22
I = om(b* + c2)
1
= — 2
Iy me
L=-Lmh?
12

Cilindro circular

12
Prisma rectangular I,= TlQm(c2 +a?)
.= %2111(02 +D2)
Y
1 5
Ix = Emrz
i 1
Disco delgado I,=I=7 mr2
1
[, = 3ma?

1 :
I,=I.= 5 m(3a2 + L2)

Cono circular

3
= Zma2
. 10ma3 1
I,=1.= gm(iaz + h2)

Esfera

z x

Figura B.9 Momentos de inercia de masa de formas geométricas comunes.
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Figura PB.1

Figura PB.4
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Problemas

B.1 En la figura se muestra un cuarto de anillo con masa m que fue
cortado de una placa uniforme delgada. Sir; = 1ry, determine su momento
de inercia de masa con respecto a a) el eje AA" y b) el eje centroidal CC’
que es perpendicular al plano que contiene al cuarto de anillo.

B.2 En la figura se muestra una placa delgada y semieliptica con una

masa m. Determine su momento de inercia de masa con respecto a ) el eje
centroidal BB’ y D) el eje centroidal CC' que es perpendicular a la placa.

A

Al

Figura PB.2

B.3 En la figura se muestra un anillo eliptico que fue cortado de una
placa uniforme delgada. Si la masa del anillo se denota con m, determine su
momento de inercia con respecto a a) el eje centroidal BB y b) el eje cen-
troidal CC" que es perpendicular al plano que contiene al anillo.

Figura PB.3

B.4 En la figura se muestra un componente de médquina que fue cor-
tado de una placa uniforme delgada. Si la masa del componente se denota
con m, determine su momento de inercia de masa con respecto a a) el eje
BB’ y b) el eje centroidal CC’ que es perpendicular al plano que contiene
al componente.
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B.5 El rombo mostrado en la figura tiene una masa m y fue cortado
de una placa delgada uniforme. Determine el momento de inercia de masa
del rombo con respecto a a) el eje x, b) el eje y.

B.6 El rombo mostrado en la figura tiene una masa m y fue cortado
de una placa delgada uniforme. Si los ejes AA" y BB’ son paralelos al eje z
y descansan en un plano paralelo al plano zx y ademds se encuentran a una
distancia a sobre éste, determine el momento de inercia de masa del rombo
con respecto a a) el eje AA’, b) el eje BB'.

B.7 Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m mostrada en
la figura, determine su momento de inercia de masa con respecto a a) el eje

xyb) el ejey.

z
Figura PB.7 y PB.8

B.8 Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m mostrada en
la figura, determine su momento de inercia de masa con respecto a a) el eje
centroidal CC" que es perpendicular a la placa y b) el eje AA" que es para-
lelo al eje x y se encuentra a una distancia de 1.5a desde la placa.

B.9 Al rotar la enjuta parabdlica mostrada con respecto al eje x se
forma un sélido homogéneo de revolucién con masa m. Utilice integracién
directa para expresar, en términos de m y b, el momento de inercia del s6-
lido con respecto al eje x.

B.10 Determine por integracién directa el momento de inercia de
masa con respecto al eje z del cilindro circular recto que se muestra en la fi-
gura. Suponga que el cilindro tiene densidad uniforme y una masa m.

—

Figura PB.10
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Figura PB.5 y PB.6

Figura PB.9



1312 Momentos de inercia de masas B.11 El drea mostrada en la figura se rota con respecto al eje x para

formar un sélido homogéneo de revolucién con masa m. Determine por in-
y tegracién directa el momento de masa de inercia del sélido con respecto a
_ a) el eje x y b) el eje y. Exprese las respuestas en términos de m y a.

y= ke B.12 Suponga que el tetraedro que se muestra en la ﬁgnra tiene una
densidad uniforme y una masa m. Determine por integracién directa su mo-
2a mento de inercia de masa con respecto al eje x.

R '
Figura PB.11 , a—

Figura PB.12 y PB.13

B.13  Suponga que el tetraedro que se muestra en la figura tiene una
densidad uniforme y una masa m. Determine por integracién directa su mo-
mento de inercia de masa con respecto al eje y.

*B.14  Suponga que el semielipsoide mostrado en la figura tiene una
densidad uniforme y una masa m. Determine por integracién directa su mo-
mento de inercia de masa con respecto al eje z.

y = (a2 - x23)32

—

C —

Figura PB.14

*B.15 Un alambre delgado de acero se dobla en la forma mostrada en

a | la figura. Si se representa con m’ la masa por unidad de longitud del alam-
z bre, determine por integracién directa su momento de inercia de masa con
Figura PB.15 respecto a cada uno de los ejes coordenados.

www.FreeLibros.me



