REPASO Y RESUMEN

DEL CAPITULO 12

Este capitulo se dedicé a la segunda ley de Newton y su aplicacién
al andlisis del movimiento de particulas.

Al denotar mediante m la masa de una particula, por 2F la suma,
o resultante, de las fuerzas que actdan sobre la particula, y por a la
aceleracion de la particula relativa a un sistema de referencia new-
toniano [seccién 12.2], se escribe

>F = ma (12.2)

Al presentar la cantidad de movimiento lineal de una particula,
L = mv [seccién 12.3], se vio que la segunda ley de Newton tam-
bién puede escribirse en la forma

SF = L (12.5)

la cual expresa que la resultante de la fuerza que actiia sobre una
particula es igual a la razén de cambio de la cantidad de movimiento
lineal de la particula.

La ecuacién (12.2) se cumple sélo si se usa un sistema consis-
tente en unidades. Con unidades del SI, las fuerzas se expresardn
en newtons, las masas en kilogramos y las aceleraciones en m/s%; con
unidades de uso comtin en Estados Unidos las fuerzas deben ex-
presarse en libras, las masas en Ib - s2/ft (conocidas también como
slugs), y las aceleraciones en ft/s® [seccién 12.4].

Para resolver un problema que implica el movimiento de una
particula, la ecuacion (12.2) debe sustituirse por ecuaciones que con-
tengan cantidades escalares [seccién 12.5]. Al usar componentes rec-
tangulares de F y a, se escribe

2F, = ma, 2F, = ma, SF. =ma. (12.8)

Mediante las componentes tangencial y normal, se tiene

dv v?
2F,=m— 2F,=m— (12.9")
dt p
También se sefal [seccién 12.6] que las ecuaciones del movi-
miento de una partfcula pueden sustituirse por ecuaciones similares
a las de equilibrio que se usan en estética si un vector —ma de mag-
nitud ma pero de sentido opuesto al de la aceleracion, se anade a las
fuerzas aplicadas a la particula; en ese caso se dice que la particula
estd en equilibrio dindmico. Sin embargo, por uniformidad, todos los
problemas resueltos se solucionaron utilizando las ecuaciones de mo-
vimiento, primero con componentes rectangulares [problemas re-
sueltos 12.1 a 12.4] y después con las componentes tangencial y nor-
mal [problemas resueltos 12.5 y 12.6].
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En la segunda parte del capitulo se definié la cantidad de mo-
vimiento angular Ho de una particula alrededor de un punto O como
el momento alrededor de O de la cantidad de movimiento lineal mv
de esa particula [seccion 12.7]. Se escribe

Hy=r X mv (12.12)

y se tiene que Hy, es un vector perpendicular en el plano que con-
tiene ry mv (figura 12.24) y de magnitud

I = rmo sen ¢ (12.13)

Al descomponer los vectores r y mv en componentes rectan-
gualres, se expresa la cantidad de movimiento angular Hy, en la
forma determinada

i j ok
Ho=|x 1y = (12.14)
mo, 17”“),] mo.

En el caso de una particula que se mueve en el plano xy, se tiene
z = v, = 0. La cantidad de movimiento angular es perpendicular al
plano xy y estd completamente definida por su magnitud. Se escribe

Ho = H = m(xv, — yov,) (12.16)
Al calcular la tasa de cambio I:Io de la cantidad de movimiento
angular Hp, y al aplicar la segunda ley de Newton, se escribe la ecua-
cién
SM, = Hy, (12.19)
la cual establece que la suma de los momentos alrededor de O de las
fuerzas que actiian sobre una particula es igual a la razon de cambio
de la cantidad del movimiento angular de la particula en torno a O.

En muchos problemas que implican el movimiento plano de una
particula, se encontré conveniente utilizar las componentes radial y trans-
versal [seccién 12.8, problema resuelto 12.7] y escribir las ecuaciones

3F, = m(i — réz).
2Fy = m(ro + 2i0)

(12.21)
(12.22)

Cuando la tnica fuerza que actda sobre una particula P es la
fuerza F dirigida hacia o alejdandose de un punto fijo O, se dice que
la particula se mueve bajo la accion de una fuerza central [seccién
12.9]. Puesto que M, = 0 en cualquier instante dado, se concluye
de la ecuacién (12.19) queHp = 0 para todos los valores de ¢ y, en
consecuencia, que

H,, = constante (12.23)
Se concluye que la cantidad de movimiento angular de una particula
que se mueve bajo uno fuerza central es constante, tanto en magni-
tud como en direccion, y que la particula se mueve en un plano per-
pendicular al vector Ho,
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Al recordar la ecuacién (12.13), se escribe la relacién
rmov sen ¢ = rgmu, sen ¢ (12.25)

para el movimiento de cualquier particula bajo una fuerza central
(figura 12.25). Mediante coordenadas polares y recordando la ecua-
cién (12.18), se obtuvo también

20 =h (12.27)

donde h es una constante que representa la cantidad de movimiento
angular por unidad de masa, Ho/m, de la particula. Se sefial6 (fi-
gura 12.26) que el drea infinitesimal dA que barre el radio vector
OP cuando gira un dngulo d6 es igual a 51> d6 y, en consecuencia,
que el miembro del lado izquierdo de la ecuacién (12.27) representa
el doble de la velocidad del drea dA/dt de la particula. Por lo tanto,
la velocidad de drea de una particula que se mueve bajo una fuerza
central es constante.

Figura 12.26

Una aplicacién importante del movimiento bajo una fuerza cen-
tral la ofrece el movimiento orbital de cuerpos sometidos a la atrac-
cién gravitacional [seccién 12.10]. De acuerdo con la ley de Newton
de la gravitacion universal, dos particulas a una distancia r una de
la otra y de masas M y m, respectivamente, se atraen entre si con
fuerzas iguales y opuestas F y —F dirigidas a lo largo de la linea que
une las particulas (figura 12.27). La magnitud comin F de las dos
fuerzas es

F= G@ (12.28)
=C— .
donde G es la constante de gravitacion. En el caso de un cuerpo de
masa m sujeto a la atraccién gravitacional de la Tierra, el producto
GM, donde M es la masa de la Tierra, puede expresarse como

GM = gRZ (12.30)
donde g = 9.81 m/s* = 32.2 ft/s* y R es el radio de la Tierra.

Se demostré en la seccién 12.11 que una particula que se mueve
bajo una fuerza central describe una trayectoria definida por la ecua-
cién diferencial

d?u F

W + (12.37)

mh?u®
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donde F > 0 corresponde a una fuerza atractivayu = 1/r. En el caso
de una particula que se mueve bajo la accion de una fuerza de atrac-
cién gravitacional [seccién 12.12], se sustituye F por la expresién dada
en la ecuacién (12.28). Midiendo 6 a partir del eje OA que une el
foco O con el punto A de la trayectoria mas cercano a O (figura 12.28),
se encuentra que la solucién de la ecuacién (12.37) era

GM
12

1
T=u= + C cos 0 (12.39)

Esta es la ecuacién de una cénica de excentricidad € = Ch2/GM.
La cénica es una elipse si € < 1, una pardbola si € = 1, y una hi-
pérbola si € > 1. Es posible determinar las constantes C y h de las
condiciones iniciales; si la particula se proyecta desde el punto A
(6 = 0, r = ry) con una velocidad inicial vy perpendicular a OA, te-
nemos h = ryv, [problema resuelto 12.9].

Se indicé también que los valores de la velocidad inicial co-
rrespondientes, respectivamente, a una trayectoria parabc’)lica yauna
circular eran

2GM
Vesec = (12.43)
To
GM
Vcire = (]-244>
To

y que el primero de estos valores, denominado la velocidad de es-
cape, es el valor més pequefio de vy para el cual la particula no re-
gresar{l a su punto de partida.

El periodo orbital T de un planeta o satélite se definié como el
tiempo requerido por el cuerpo para describir su érbita. Se mostré
que

2mab
T="7 (12.45)

donde h = rovy y donde @ y b representan los semiejes mayor y me-
nor de la érbita. Se indicé ademds que estos semiejes son iguales res-
pectivamente a las medias aritmética y geométrica de los valores mé-
ximo y minimo del vector radio r.

La tltima seccién del capitulo [seccién 12.13] present6 las le-
yes de Kepler del movimiento planetario y mostré que estas leyes
empiricas, obtenidas a partir de antiguas observaciones astronémi-
cas, confirman las leyes de movimiento de Newton, asi como su ley
de gravitacion.
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REPASO Y RESUMEN

DEL CAPITULO 13

Este capitulo se dedicé al método del trabajo y la energfa y al del
impulso y la cantidad de movimiento. En la primera mitad del capi-
tulo se estudi6 el método del trabajo y la energia y su aplicacién al
andlisis del movimiento de las particulas.

Se consider6 una fuerza F que actuaba sobre una particula A y
se defini6 el trabajo de F correspondiente al pequeiio desplazamiento
dr [seccién 13.2] como la cantidad

dU=F - dr (13.1)
o, si se recuerda la definicién del producto escalar de dos vectores,
dU = F ds cos a (13.1")

donde a es el dangulo entre F y dr (figura 13.29). El trabajo de F
durante un desplazamiento finito desde A, hasta Ay, denotado por
U,_,», se obtuvo al integrar la ecuacién (13.1) alo largo de la trayec-
toria descrita por la particula:

A2
Upy = fA F-dr (13.2)

Para una fuerza definida por sus componentes rectangulares, se es-
cribe

AZ
U= fA (Fydv+F,dy + F.dz)  (13.2")

El trabajo del peso W de un cuerpo cuando su centro de gravedad
se mueve desde la altura y; hasta y (figura 13.30) se obtuvo al susti-
tuir F, = F, = 0y F, = =W en la ecuacién (13.2") e integrar. Se en-
cuentra

Ys
A

Figura 13.30
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Figura 13.31

El trabajo de una fuerza F ejercida por un resorte sobre un
cuerpo A durante un desplazamiento finito del cuerpo (figura 13.31)
desde A;(x = x;) hasta Ay(x = x5) se obtuvo al escribir

dU = —F dx = —kx dx
Uo=—| kede=thé—4d  (136)

El trabajo de F es por tanto positivo cuando el resorte regresa a su
posicion no deformada.

Figura 13.32

El trabajo de la fuerza gravitacional F ejercido por una particula
de masa M localizada en O sobre una particula de masa m cuando
la dltima se desplaza desde A; hasta Ay (figura 13.32) se obtuvo al
recordar de la seccién 12.10 la expresién para la magnitud de F y al
escribir

: G%m gy GMm_ GMm

&) r

Uio = _j

G

La energia cinética de una particula de masa m que se mueve
con velocidad v [seccién 13.3] se definié como la cantidad escalar

T = tmv? (13.9)
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De la segunda ley de Newton se dedujo el principio del traba-
jo y la energia, el cual sefala que la cinética de una particula en Ay
puede obtenerse sumando a su energia en A, el trabajo realizado du-
rante el desplazamiento de A, a As por la fuerza F ejercida sobre la
particula:

El método del trabajo y la energfa simplifica la solucién de mu-
chos problemas que tienen que ver con fuerzas, desplazamientos y
velocidades, ya que no requiere la determinacién de aceleraciones
[seccion 13.4]. Ademds se advirtié que sélo incluye cantidades es-
calares y que las fuerzas que no realizan trabajo no necesitan con-
siderarse [problemas resueltos 13.1 y 13.3]. Sin embargo, este
método debe complementarse con la aplicacion directa de la se-
gunda ley de Newton para determinar una fuerza normal a la trayec-
toria de la particula [problema resuelto 13.4].

La potencia desarrollada por una maquina y su eficiencia meca-
nica se estudiaron en la seccién 13.5. La potencia se definié como
la tasa en el tiempo a la cual se efectda el trabajo:

U
Plafemn = (d—t —F-v (1312 13.13)

donde F es la fuerza que se ejerce sobre la particula y v la veloci-
dad de esta misma [problema resuelto 13.5]. La eficiencia mecdnica,
denotada por 7, se expresé como

= poten.cia de salida (13.15)
potencia de entrada

Cuando el trabajo de una fuerza F es independiente de la trayec-
toria que se sigue [secciones 13.6 y 13.7], se afirma que la fuerza F
es una fuerza conservativa, y que su trabajo es igual al negativo del
cambio en la energia potencial V asociado con F:

U=V, =V, (13.19’)

Las siguientes expresiones se obtuvieron para la energia potencial
asociada con cada una de las fuerzas consideradas antes:

Fuerza de gravedad (peso): Vy =Wy (13.16)
GM:

Fuerza gravitacional: Uy = — Tm (13.17)

Fuerza elastica ejercida por un resorte: V, = ékxz (13.18)
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Principio de la conservacion de la energia

Movimiento bajo una fuerza gravitacional

Figura 13.33

Principio del impulso y la cantidad de
movimiento para una particula

Al sustituir U,_,5 de la ecuacién (13.19’) en la ecuacién (13.11)

y reagrupar los términos [seccién 13.8], se obtuvo
TW+Vi=T,+V, (13.24)

Este es el principio de la conservacion de la energia, el cual esta-
blece que cuando una particula se mueve bajo la accién de fuerzas
conservativas, la suma de sus energias cinética y potencial permane-
ce constante. La aplicacién de este principio facilita la solucién de
problemas que incluyen tnicamente fuerzas conservativas [proble-
mas resueltos 13.6 y 13.7].

Al recordar de la seccién 12.9 que, cuando una particula se mue-
ve bajo la accién de una fuerza central F, su cantidad de movimien-
to angular alrededor del centro de fuerza O permanece constante,
se sefial6 [seccién 13.9] que, si la fuerza central F también es con-
servativa, es posible utilizar de manera conjunta los principios de la
conservacién de la cantidad de momento angular y de la conserva-
cién de la energia para analizar el movimiento de la particula [pro-
blema resuelto 13.8]. Puesto que la fuerza gravitacional ejercida por
la Tierra sobre un vehiculo espacial es tanto central como conserva-
tiva, se utilizé este enfoque para estudiar el movimiento de tales ve-
hiculos [problema resuelto 13.9] y se enccontré que era en particu-
lar efectivo en el caso de un lanzamiento oblicuo. Al considerar la
posicién inicial P, y una posicién arbitraria P del vehiculo (figu-
ra 13.33), se escribié

(Hop)o = Hp: roMug sen ¢y = rmo sen ¢ (13.25)
GM GM
To+Vo=T+V: imod— 20 =dme? - 2= (13.26)

To

donde m fue la masa del vehiculo y M la masa de la Tierra.

La segunda mitad del capitulo se dedicé al método del impulso
y la cantidad de movimiento y su aplicacién a la solucién de diver-
sos tipos de problemas que implican el movimiento de particulas.

La cantidad de movimiento lineal de una particula se definié
[seccién 13.10] como el producto mv de la masa m de la particula
y su velocidad v. De la segunda ley de Newton, F = ma, se dedujo
la relacién

t‘)
R— f *F dt = mvs (13.28)
tl

donde mv, y mv, representan la cantidad de movimiento de la
particula en un tiempo ¢; y en un tiempo t,, respectivamente, y
donde la integral define el impulso lineal de la fuerza F durante el
intervalo correspondiente. Por lo tanto, se escribi6

(13.30)

mv, + Imp,_, = mvy

que expresa el principio del impulso y la cantidad de movimiento
para una particula.
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Cuando la particula considerada estd sujeta a varias fuerzas, es
necesario usar la suma de los impulsos de estas fuerzas; se tuvo

mvy + 2 Imp,_5 = mvy (13.32)

Puesto que las ecuaciones (13.30) y (13.32) implican cantidades
vectoriales, es necesario considerar por separado sus componentes
x y y cuando se aplican a la solucién de un problema determinado
[problemas resueltos 13.10 y 13.11].

El método del impulso y de la cantidad de movimiento es en
particular efectivo en el estudio del movimiento impulsivo de una
particula, cuando fuerzas muy grandes, denominadas fuerzas im-
pulsivas, se aplican durante el intervalo At, muy corto, ya que este
método implica los impulsos F At de las fuerzas, més que las fuerzas
mismas [seccién 13.11]. Ignorando el impulso de toda fuerza no im-
pulsiva, se escribié

mv; + 2F At = mv, (13.35)
En el caso del movimiento impulsivo de varias particulas, se tuvo
v, + ZF At = Zmv, (13.36)

donde el segundo término implica s6lo fuerzas externas impulsivas
[problema resuelto 13.12].

En el caso particular en el que la suma de los impulsos de las
fuerzas externas es cero, la ecuacién (13.36) se reduce a Zmv,
= XZmvs; esto es, la cantidad de movimiento total de las particulas
se conserva.

En las secciones 13.12 a 13.14 se consideré el impacto central
de dos cuerpos que chocan. En el caso de un impacto central di-
recto [seccion 13.13], los dos cuerpos que chocan A y B se movian
a lo largo de la linea de impacto con velocidades v, y v, respec-
tivamente (figura 13.34). Podrian usarse dos ecuaciones para de-
terminar sus velocidades v} y vi; después del impacto. La primera

e

7S

Figura 13.34
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expresaba la conservacién de la cantidad de movimiento total de
los dos cuerpos,

MAD, + Mpvg = MA0L + mpvj (13.37)

donde un signo positivo indica que la velocidad correspondiente esta
dirigida hacia la derecha, en tanto que la segunda relaciona las ve-
locidades relativas de los dos cuerpos antes y después del impacto,

vp — vy = elvy — vg) (13.43)
La constante e se conoce como el coeficiente de restitucion; su valor
se encuentra entre 0 y 1 y depende en gran medida de los materia-
les implicados. Cuando e = 0, se dice que el impacto es perfectamen-
te pldstico; cuando e =1, se afirma que es perfectamente eldstico
[problema resuelto 13.13].

En el caso de un impacto central oblicuo [seccién 13.14], las ve-
locidades de los dos cuerpos que chocan antes y después del impac-
to se descompusieron en las componentes n a lo largo de la linea de
impacto y de las componentes ¢ a lo largo de la tangente comiin a
las superficies en contacto (figura 13.35). Se observé que la compo-
nente t de la velocidad de cada cuerpo permanecié inalterada, en

VA

Figura 13.35

tanto que las componentes n satisfacfan ecuaciones similares a la
(13.37) y ala (13.43) [problemas resueltos 13.14 y 13.15]. Se demos-
tré que aunque este método se desarrollé para cuerpos que se mue-
ven con libertad antes y después del impacto, seria posible exten-
derlo al caso en el que uno o ambos de los cuerpos que chocan
presenta restricciones en su movimiento [problema resuelto 13.16].

En la seccion 13.15 se analizaron las ventajas relativas de los tres
métodos fundamentales que se presentaron en este capitulo y en el
precedente, esto es, la segunda ley de Newton, el trabajo y la ener-
gia, y el impulso y la cantidad de movimiento. Se sefial6 que el mé-
todo del trabajo y la energfa, y el método del impulso y la cantidad
de movimiento pueden combinarse para resolver problemas que im-
plican una fase corta de impacto durante la cual las fuerzas impulsi-
vas deben tomarse en cuenta [problema resuelto 13.17].
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